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微分方程组的矩阵分析解法
一阶常系数线性微分方程组
用特征值与特征向量表示微分方程组的解

复数、复向量与复矩阵  

复数  

共轭  

运算性质：

实矩阵有共轭特征根：

极坐标表示  

欧拉公式 

例：

由 导出三倍角公式。

单位根  

方程 有 个根，记作 。

范德蒙行列式：

傅里叶矩阵——特殊的范德蒙矩阵
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埃尔米特矩阵和酉矩阵  

复向量空间  

复向量与复矩阵：

向量内积：

注意： ，也即

另一种可能的定义方式：

埃尔米特矩阵  

实对称矩阵 的性质：

1. 所有特征值为实数
2. 属于不同特征值的特征向量两两相交
3. 可对角化。 ， 为正交阵（ ）。

埃尔米特矩阵的性质：

1. 所有特征值为实数
2. 
3. 属于不同特征值的特征向量两两正交

反埃尔米特矩阵的非零特征值为纯虚数。

酉矩阵  

正交阵

酉矩阵的性质：

1. 保长度
2. 特征值的绝对值为
3. 行列式的模为
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例：

列向量互相正交，（单位化的）傅里叶矩阵是酉矩阵， 。

快速傅里叶变换（略）  

 

酉空间与酉变换  

欧几里得空间与酉空间  

欧几里得空间  

设 是实数域上的线性空间，若对于 中任意两个元素 ，都定义了内积运算 ，且满足：

1. 
2. 
3. 
4. ，且

则称 是欧几里得空间。

欧氏空间的例子： 维向量空间

可以定义长度 与夹角

酉空间  

设 是复数域上的线性空间，若对于 中任意两个元素 ，都定义了内积运算 ，且满足：

1. 
2. 
3. 
4. ，且

则称 是酉空间。

酉空间的例子：

1. 维复向量空间 ，内积

2. 阶复矩阵空间 ，内积

定义模： 。

柯西-施瓦兹不等式：
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正交：

两两正交的非零向量组线性无关。

施密特正交化  

为酉空间 中的一组基。

为酉空间 中的一组标准正交基。

可逆复方阵的UR分解：

设 可逆，则 ，使

其中 为酉矩阵， 为上三角矩阵（对角线上为正实数）。

酉、正规、埃尔米特变换  

酉变换  

设 是酉空间 的一个线性变换，若对 ，

则称 为酉变换。

酉变换的等价命题：

1. 是酉变换
2. 
3. 将一组标准正交基变为另一组标准正交基
4. 在任意一组标准正交基下的矩阵是酉矩阵

共轭变换  

设 是酉空间 的一个线性变换，若 上线性变换 满足

则称 是 的共轭变换。

设 和 在一组标准正交基下的矩阵分别为 ，则 。

恒等变换的共轭变换是恒等变换
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酉变换的共轭变换是其逆变换

埃尔米特变换的共轭变换是其自身

共轭变换的性质：

1. 
2. 
3. 
4. 

正规变换  

设 是酉空间 的一个线性变换，若

则称 是正规变换。

恒等变换、酉变换、埃尔米特变换都是正规变换。

若 是酉空间 的正规变换， 是 的特征值， 是对应的一个特征向量。则 也是 的属于 的特征向
量。

证明：

， 。

由 ，有 ，则

设 是正规变换，则 属于不同特征值的特征向量相互正交。

设 是 维酉空间中的正规变换，则 中存在一组标准正交基，使得 在这组基下的矩阵是对角矩阵。

证明：

使用归纳法，设 在 中有特征值 ， 是对应的特征向量。

设 为 的正交补 。

证明 是 和 的不变子空间。

将 限制到 上， 是正规变换。

由归纳假设， 存在一组标准正交基 ，使得

而 也是 中的一组标准正交基。
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正规变换在标准正交基下的矩阵称为正规矩阵。

正规矩阵 有性质 。

任意正规矩阵 ，存在酉矩阵 ，使得

正规矩阵 的对角化方法

1. 求特征值

2. 对每个特征值求特征向量，即 的基础解系 。

3. 对每组特征向量做施密特正交化，得到特征子空间 的标准正交基。

4. 各特征子空间正交，合并标准正交基，令酉矩阵

埃尔米特变换  

设 是酉空间 的一个线性变换，若对 ，

也即

则称 为埃尔米特变换。

埃尔米特变换的特征值都是实数。

设 是酉空间 上的埃尔米特变换， 是 的不变子空间，则 也是 的不变子空间。

埃尔米特二次型  

埃尔米特二次型  

个复变量 的二次齐次函数

其中

称为埃尔米特二次型。

令 ， 是埃尔米特矩阵。

故 为实值函数。

任意埃尔米特二次型 ，存在满秩线性替换 ，化为
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埃尔米特二次型的规范形。其中 为埃尔米特二次型矩阵 的秩，也称为埃尔米特二次型的秩 ， 称为
正惯性指数， 称为负惯性指数， 称为符号差。

正定、半正定、负定  

设 是埃尔米特二次型。

1. 若对于 ，则称 是正定的。
2. 若对于 ，则称 是负定的。
3. 若对于 ，则称 是半正定的。
4. 若对于 ，则称 是半负定的。
5. 否则，称 是不定的。

设 是 阶埃尔米特矩阵，以下命题等价：

1. 正定
2. 以 为矩阵的埃尔米特二次型正惯性指数等于矩阵的秩等于
3. 存在可逆复方阵 ，使 复合同于 ，即
4. 存在可逆复方阵 ，使
5. 的特征值全是正实数
6. 存在主对角线上均是正实数的上三角复矩阵 ，使
7. 的所有主子式都大于
8. 的所有顺序主子式都大于

设 是 阶埃尔米特矩阵，以下命题等价：

1. 半正定
2. 以 为矩阵的埃尔米特二次型正惯性指数 等于矩阵的秩但小于
3. 存在可逆复方阵 ，使
4. 存在复方阵 ，使
5. 的特征值全是非负实数

 

若尔当标准型  

极小多项式、商空间和三角化  

极小多项式  

设 为数域， ， 为 上的多项式。

若 ，则称 是 的化零多项式。

Hamilton-Cayley定理：

的特征多项式 是 的化零多项式。

设 ， 的化零多项式中次数最低的首项系数为 的多项式叫做 的极小多项式，记作
。

设 ， ，

：

af://n227
af://n272
af://n273
af://n274


由带余除法，

而 不是化零多项式，

相似矩阵有相同的极小多项式。

。

证明

商空间  

是数域 上的线性空间， 是 的子空间。对于 ，若 ，则称 与 模 同余，记
作 。

模 同余是一种等价关系，因为它满足反身性、对称性、传递性。

定义模 的同余类 ， 叫做这个同余类的一个代表。

同余类的性质：

1. 同余类与选取的代表无关
2. 两个模 的同余类或者完全相等，或者没有公共元素

按模 同余这一等价关系定义的等价类的集合 称为线性空间 的商集。

中元素定义加法与数乘运算：

1. 
2. 

中运算满足线性空间的七条公理，称为 的商空间，记作 。

诱导变换  

设 是线性空间 上的一个线性变换， 是 的不变子空间。

在商空间 上定义变换 ， 。

易验证 是线性变换，称为 诱导的变换。

诱导变换的矩阵

设 ，
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所以

矩阵的三角化  

设 是复数域 上的线性空间 的一个线性变换，则 的任意真不变子空间必包含在一个维数增加 的不
变子空间中。

证明：

取 的真不变子空间 ，设 为 的诱导变换。

设 是 的特征值， 。

于是 。

令 。 。

从子空间 开始，依次构造维数递增 的不变子空间
。

可以在 中取一组基 ，使 在这组基下的矩阵为三角阵。

Schur定理：任意 阶复方阵总相似于上（下）三角矩阵。

循环矩阵和空间直和分解  

子空间的直和  

若 是 的子空间， ， 分解是唯一的，其中 。

则称 是 和 的直和，记作 。

直和的例子：平面 中的 轴与 轴。

是直和的充要条件：

1. 零向量表示唯一（ ）
2. 
3. 

幂零变换和循环变换  

设 ，若 ，则称 是幂零变换，满足性质的最小的 称为 的幂零次数。

幂零变换的所有特征值都是 。非零变换的幂零变换不可对角化。
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设 ，若 ，则称 是幂零矩阵。

设 。若 构成 的一组基，且 。则称 是一个循环变
换， ，由循环基生成的子空间叫循环子空间。

循环变换在循环基下的矩阵称为循环矩阵，形如

循环变换是特殊的幂零变换，幂零次数等于 。

循环子空间是不变子空间。

对于复数域上线性空间 的任意幂零变换 ， 必可以分解成若干循环子空间的直和：

使 限制在每一个循环子空间上的变换 是循环变换。

记 。

。

记 ，在 中取一组基 。

则 。

在 中有一组元素 满足 。

可以证明

线性无关。

将 扩充为 的一组基，使得被扩充的基元素在 里。

设 ，则

是 的基，其中 。

同理一步步构造出 的基：



每一列的基元素构成一个 的循环子空间 ， 是循环变换。

将基 从上到下，从左到右顺序排列， 在这组基下的矩阵就是 ，其中 为

循环矩阵，阶数为循环子空间 的维数。

根子空间与空间分解定理  

根向量与根子空间  

设 ， 是 的特征值， 。若存在 ，使得

则称 是属于特征值 的根向量。

设 ，任意 ，令

则：

1. 是 的子空间
2. 是 的不变子空间
3. 是 的特征值

设 ， 是 的特征值， 由所有属于 的根向量构成，称为特征值 的根子空间。

是幂零变换。

当 时， 是可逆变换。

可逆变换 双射 （有限维线性空间 上线性变换 满足
）

设 ， 。

则 。

又 是幂零变换，特征值为 。

设 有 个不同的特征值 ，对应的根子空间为 ，则根子空间
的和 是直和。

证明：

证零元素表示唯一，即

数学归纳法， ，使得
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令

由归纳假设，

又由 是可逆变换，

故

对于 的特征值 ，根子空间 的维数等于 的代数重数。

证明：

设特征值 的代数重数为 ， 。

在 中选一组基，扩充为 的基。

在这组基下 的矩阵

的特征多项式

自然地， 。

若 ， 。记 是 的诱导变换， 是 的特征值，
设 是对应的特征向量。

因此

矛盾。

空间分解定理和若尔当标准形定理  

设 是复数域上 维线性空间， ， 是 的全部相异特征值，代数重数分别为
。特征多项式 ，则

形如
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的矩阵称为若尔当块，由若尔当块构成的准对角矩阵称为若尔当标准形。

设 是复数域 上的线性空间， ，则存在一组基，使 在这组基下的矩阵是若尔当标准形。

证明：

可以分解为根子空间 的直和。

设 是幂零变换， 可以分解为循环子空间 的直和，使

是循环变换。

在 上选取一组循环基， 对应的矩阵为循环矩阵 。

，在循环基下对应的矩阵为

即若尔当块。

把所有循环基按顺序排列，即得若尔当标准形。

任意复矩阵与若尔当标准形相似。

若尔当标准形的极小多项式与计算  

若尔当标准形的极小多项式  

设 是准对角矩阵 ，则 的极小多项式是 的极小多项式的最小公倍式。

证明：

阶若尔当块

的极小多项式为

若尔当标准形的极小多项式为各若尔当块的极小多项式的最小公倍式。

矩阵 可对角化 的极小多项式无重根

af://n456
af://n457


若尔当标准形的计算  

特征值 对应的特征子空间 中 维循环子空间的数目

若尔当块的数量

例：

设 ，求 的若尔当标准形。

：

，基图：

两个一阶若尔当块。

：

，基图：

一个一阶若尔当块，一个二阶若尔当块。

P矩阵的计算  

af://n470
af://n490


由线性方程组 求得第一行向量 ，由 求得对应的 级广义特征向量

，如此求得所有的广义特征向量构成的若干若尔当链，排列即得矩阵 ，使

矩阵分析初步  

矩阵函数的微积分  

函数矩阵  

以实变量 的函数 为元素的矩阵

称为函数矩阵。其中 是定义在 上的实函数。

函数矩阵的运算：

1. 函数矩阵加法
2. 函数与函数矩阵的数乘
3. 函数矩阵乘法
4. 函数矩阵的转置

对于 阶函数矩阵 ，若存在 阶函数矩阵 ，使得对于任意 ，都有

则称 在 上可逆， 是 的逆矩阵。

阶方阵 在区间 上可逆  在区间 处处不为

且若 可逆，则

伴随矩阵

其中 是 的代数余子式。

函数矩阵 在 上不恒等于 的子式的最高阶数称为 的秩。

函数矩阵：可逆  满秩，满秩  可逆

函数矩阵的微积分  

若 的所有元素 在 处有极限，且
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则称 在 处有极限，记作

其中 。

设 ，有性质：

1. 
2. 
3. 

若 的所有元素 在 处连续，即

则称 在 处连续，记作

其中 。

若 的所有元素 在 处可导，则称 在 处可导，记作

导数性质：

1. 是常数矩阵  

2. 若 可导，则 也可导，且

3. 若 可导，则 也可导，且

4. 若 可导， 可乘，则 也可导，且

矩阵乘法不满足交换律：

逆矩阵的导数：

两边求导，

若 为函数矩阵， 是 的函数， 与 可导，则



的 阶导数：

若 的所有元素 在区间 上可积，则称 在区间 上可积，且

定积分性质：

1. 

2. 

函数向量的线性相关性  

设 是在区间 上连续的函数向量。若存在不
全为零的实数 ，使得对于 ，

成立，则称在区间 上， 线性相关。否则称为线性无关。

设 是在区间 上连续的函数向量，记

则矩阵 称为 的格拉姆矩阵， 称为格拉姆行列式。

在区间 上连续的函数向量 线性无关的充要条件是格拉姆矩阵满秩。

证明：

设

两边左乘 ，对 在 上积分

令 ，

满秩  只有零解。

若 不满秩， 存在非零解。令
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设 是在区间 上有 阶导数的函数向量，记

令

称为 的朗斯基矩阵。

设 是 的朗斯基矩阵。若存在某点 ，使 的秩等于 ，则
向量 在 上线性无关。

反证法：

若 线性相关，则存在不全为零的实数 ，使得

逐次求导，

代入 ，写成矩阵形式，

记 ，

由 ， 秩小于 ，矛盾。

矩阵序列和矩阵级数  

矩阵序列  

设矩阵序列 ，其中 。如果 个数列 都收敛，则称矩阵序列

是收敛的。以数列 的极限 为元素的矩阵 称为矩阵序列 的极限，记作
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否则称 是发散的。

若 ，有性质：

1. 
2. 
3. 是可逆阵
4. 若 与 均可逆，

设 ，则

的充要条件是 的所有特征值的模都小于 。

证明：

设 的若尔当标准形 。

存在可逆阵 ，使

则

而

于是

矩阵级数  

设有矩阵序列 ，称 为矩阵级数，前 项的和
称为级数的部分和。

若

则称级数 收敛， 是级数的和。否则称为发散。

显然，级数收敛的充要条件是 个数项级数 都收敛。

矩阵级数的性质：

1. 若 收敛，则
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2. 若 ，则

3. 若 ，则

4. 若 可逆， 收敛，则 也收敛，且

若 收敛，则 的特征值的模都小于 。

设矩阵级数 ，其中 。如果 个数项级数 都

绝对收敛，则称矩阵级数绝对收敛。

矩阵级数 绝对收敛的充要条件是级数 收敛，其中 。

若 可逆， 绝对收敛，则 也绝对收敛，且

设 是两个矩阵级数，且满足

1. 的所有元素

2. 和 的对应元素满足

3. 收敛

则 绝对收敛。

矩阵函数  

矩阵多项式  

设 ，若

则

称为 次矩阵多项式。

计算矩阵多项式：

设 ， 的所有相异特征值组成的集合叫做矩阵 的谱。

设 ， 是 的互异特征值， 的极小多项式为

假设给定的函数 有足够多阶导数，则
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称为 关于矩阵 的谱上的值。如果 关于矩阵 的谱上的值都存在，则称函数 在 的谱上有
定义。

的极小多项式 在 的谱上的值均为零。

若 在 的谱上的值均为零，则 。

证明：

设 ， 是多项式，则

与 在 的谱上的值相同

：

记

即

：

在 的谱上的值为零。

推论： 的化零多项式在 的谱上的值为零。

矩阵函数  

设函数 在矩阵 的谱上有定义， 是任意多项式。若 与 在 的谱上有相同的值

则矩阵函数 定义为

称为 的定义多项式。

例：

设 ，计算 。

，拉格朗日插值：
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矩阵函数性质：

1. 
2. 若 ，则
3. 若 ，则
4. 设 ，
5. 若 ，则

矩阵函数 的若尔当表示：

设若尔当块 ，若 在 邻域内有 阶导数，则

证明： 的极小多项式 ， 在 的谱上的值为
。

令

是 的定义多项式，故

矩阵函数的幂级数表示  

设复变量函数 是在开圆 内解析的函数，即在 内可以展开成幂级数

则只要方阵 的所有特征值都在开圆 内，就有

对若尔当块 证明即可。

可以在 点展开为
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记 ，

又由 也可展开为

于是

故

结合初等函数的幂级数表示，可以求得一些常见初等函数的矩阵函数：

其中谱半径 。

微分方程组的矩阵分析解法  

一阶常系数线性微分方程组  

其中 ， 是 的 维函数向量 。

证明：

方程 的满足初始条件 的解存在且唯一，且
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唯一性证明：

设 是方程的解，且 。

将 在 处展开，

由 是方程的解，

故

用特征值与特征向量表示微分方程组的解  

希望找到形如

的解。设

其中 。

关于 逐次求导，

而

故

是 的特征值， 是 属于 的特征向量。

而

两边左乘 ，
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故 是由 生成的广义特征向量。

同理， 形成一条 的属于特征值 的若尔当链。

上式定义的 是方程组 的解，当且仅当 构成 的一条属于特征值 的若尔当

链。

由若尔当链定义的解叫做方程组的基本解，它们的线性组合叫一般解。

例：

求 的一般解。

属于 的特征向量 ，属于 的特征向量 以及广义特

征向量 。

所求的一般解为
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